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사교 위상수학

사교 위상수학 은 19세기 후반부터 급격하게 성장한 위상·기하학의 한 분야로 사교 다양체 라고 불리

우는 수학적 공간의 성질을 탐구합니다. 고전역학에서 동기를 얻어 성장한 사교 위상수학은 수학 여러 분야와 신비하게

얽혀 있어, 사교 의 어원을 잘 설명하고 있습니다. [2] 우리가 태어나고 자라면서 자연스럽게 피부로 느껴온 공

간을 연구하는 유클리드 기하학과 리만 기하학과는 달리,  사교 위상수학은 처음 받아들이기에는 다소 생소하고 이질적

인 공간을 다루고 있습니다. 이번 짧은 글을 통해 사교 다양체를 친근하게 알아가고 사교적  성질이 다른 분들

께 조금이라도 마음에 와닿는 기회가 되길 바라봅니다. 
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대표적인 입문 서적으로[1]을 살펴
 

볼 수 있다.
 

Symplectic이라는 용어는 1939년
 

Hermann Weyl의 Classical Groups 
 

서적의 136페이지 각주에서 등장한다. 
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리만이 도입한 다양체: 현대적인 수학적 공간

먼저, 2차원 공간을 이해하기 위해 온 인류가 옹기종기 모여 살고 있는 지구를 생각해봅시다. 우리가 지구 표면에서 차

를 운전하여 자유롭게 여행을 떠나다 보면, 매번 어떤 곳에서든지 상하-좌우로 2차원만큼 움직일 수 있습니다.[그림

1] (실제로는 여러 방해물들이 있을 수 있지만, 아무것도 없는 드넓은 들판만 계속 생긴다고 가정하겠습니다.)

 

도너츠 표면처럼 생긴 낯선 행성에서 운전을 할 경우에도

Weyl이 오늘날의 Symplectic Group을 

언급하는 과정에서 Complex Group에서 
 

사용되던 “complex”의 단어와 충돌이 있었기 때문에, com-plex에 대응되는 그리스어인 “symplectic”로 대체하여 사용했다.

Com-plex는 “복잡한”의 뜻이 아닌 “함께-모인다”라는 의미인 “복합 건물”로 해석하는 것이 옳다. 오늘날의 사교 위상수학은 여

러 다양한 분야와 친밀한 관계를 맺어, 복잡 건물과 같은 존재이기에 참으로 적절한 선택이 아닐 수 없다.
 

우리는 거리, 각도, 면적, 곡률 등을 일상생활을 통해 느낄 수 있다.3
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상하-좌우로 2차원만큼 자유롭게 움직일 수 있습니다. [그림2] 이처럼 2차원만큼 움직임의 자유도를 갖는 공간들이 2차

원 곡면들의 예제이고, 이 개념을 고차원으로 확장한 것이 바로 다양체 입니다. 즉, 주어진 공간의 임의의 점에서 

차원의 방법으로 다양 하게 움직일 수 있으면, 그 공간을 차원 다양체라고 합니다. 리만 은 1854년에 다

양체의 개념과 각도를 재는 도구를 도입하여, 그의 스승인 가우스 와 함께 곡선의 길이와 공간의 굽어진 정도를 재

는 곡률 과 같은 고유한 기하학적 성질들을 탐구하며 공간 연구의 현대적인 초석을 마련하였습니다.

 

 

사교 다양체의 기원: 고전 역학을 기술하는 수학적 공간
 

이제는 “사교 구조”를 갖고 있는 다양체인 사교 다양체가 무엇인지 알아보도록 하겠습니다.

[그림2]
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운동량 으로 적는 것이 옳다. “운동량 := 질량  속도”에 따라 질량을 고정하면, 운동량과 속도는 같은 물리량으로 간

주할 수 있다.

4 momentum ×
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다소 엉뚱하게도 사교 다양체의 기원은 물체의 움직임을연구하는 고전역학과 깊은 관련이 있습니다. 거시적 관점에서

물체의 움직임을 이해하고 싶다면, 물체의 위치와 각각의 위치에서의 속도 를 기술해야합니다. 차원 다양체에서 움직

이는 물체의 위치와 속력을 동시에 기록하기 위해서는 차원의 다양체가 필요할 것입니다. 즉,  공간에

서 움직이는 물체의 역학은  공간에 기술될 것입니다. 해밀턴 고전역학에 따르면, 시간 에서 물체

의 위치 와 속력 를 기술하기 위해 해밀토니안  를 도입하면, 다음과

같은 연립 일계 미분방정식(해밀턴 방정식)을 얻게 됩니다:

이때, 해밀토니안 는 고려하는 역학 문제에 따라서 선택됩니다.

이제, 해밀턴 방정식의 해 들을 모아 해밀토니안 흐름  을 얻어내고 , 이 흐름으

로 역학계를 완전히 이해하는 방식이 바로 고전역학에서의 해밀턴 형식론입니다.
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이제 비교적 잘 알려진 두 가지 역학계들을 살펴보겠습니다.

조화 진동자  

에 정의된 해밀토니안 에 대해, 해밀턴 방정식의 해들은 원점을 중심으로 돌아가는 원들의 궤적

을 그리고 있습니다. 이 해밀토니안은 훅 의 법칙에 의한 힘 이외에 다른 외력을 받지 않는 용수철의 주기적인 진동

을 기술합니다.[그림4]
 

케플러 문제  

에 정의된 의 해밀토니안 흐름은, 우주의 해 를 중심으로 돌아가는 행성들

의 궤도를 케플러의 법칙에 따라 기술합니다.

 
이민순               

Harmonic oscillator

R
2 H(q, p) = |p1

2
|2

Hook

 
[그림4]

  

이민순

Kepler problem

= ×R
6

R
3

R
3 H(q, p) = |p –1

2
|2 1

|q|
sun

https://horizon.kias.re.kr/wp-content/uploads/2022/09/%EA%B9%80%EC%A4%80%ED%83%9C-%EA%B7%B8%EB%A6%BC04.jpg


주어진 해밀토니안에 대해 (연립 일계 미분방정식이라 할지라도) 해밀턴 방정식을 완벽하게 푸는 것은 매우 어렵기 때문에,

해밀토니안 흐름이 보편적으로 보존하는 성질과 양을 찾아내어 역학계를 이해하는 방법이 매우 중요합니다.

리우빌  정리 

에 정의된 유클리드 차원 부피는 해밀토니안 흐름 에 대해 불변합니다. 즉,  공간의 임

의의 열린 집합 과 모든 에 대해서, 를 만족합니다.[그림5]
 

부피보다 더 섬세한 보존량은 푸엥카레에 의해 1901년에 발견되었습니다.
 

푸엥카레  정리 
 

해밀토니안 흐름 은 미분 형식  
 

을 보존합니다.
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미분 형식 을 쉽게 설명하면,  공간 속에 있는 2차원 곡면들의 면적를 잴 수 있게 해주는 도구로 이해할 수 있습

니다.

푸엥카레의 정리에 따르면, 해밀토니안 흐름이 2차원 곡면들의 면적를 보존한다는 사실을 얻게 됩니다. 또한, 2차원 곡

면이 번 곱해지게 되면 차원의 다양체가 되기 때문에, 차원 다양체의 부피도 보존이 된다는 리우빌 정리를 유도

할 수 있습니다. 더 놀라운 관찰은 미분 형식 를 이용하여 에서 정의된 해밀턴 방정식을 특수한 벡터장에 접하는

곡선의 방정식으로 이해할 수 있게 된다는 것입니다. 이러한 벡터장을 해밀턴 벡터장이라고 부르는데,  해밀턴 벡터장

을 정의하기 위해서는 푸엥카레 미분 형식 의 중요한 성질인 비퇴화성 이 필요합니다. 이제, 해밀턴 벡

터장을 적분하면 해밀토니안 흐름을 얻게 되는데, 이는 해밀턴 방정식을 풀어서 해밀토니안 흐름을 얻었던 과정과 동일

합니다. 푸엥카레 정리에서 해밀토니안 흐름이 2차원 곡면들의 면적를 보존한다는 사실은 미분 형식 의 닫힘성

이라는 성질로 기인한 것입니다. 지금까지 관찰한 푸엥카레의 미분 형식 의 두 가지 중요한 성질인, 비퇴

화성과 닫힘성을 갖는 미분 형식 를 사교 구조 라고 부릅니다. 사교 구조 를 갖는 다양체 을 사교

다양체 라고 정의하며, 항상 짝수 차원을 갖습니다.  요약하자면, 사교 다양체 는 해밀턴 방정식이 정

의되는 구조를 갖는 공간이나 (그래서 고전 역학을 연구할 수 있으며), 2차원 곡면들의 면적을 재는 도구를 갖고 있는 공간으

로 이해할 수 있습니다.

 

 

사교 다양체의 기초 탐사: 대역성

외딴섬과 같은 새로운 공간을 처음 맞닿게 되면, 섬을 둘러보며 여러 “국소적인”(주어진 한 곳에서 충분히 작은 근방의) 부분

들의 특징과 형태를 관찰해 갈 것입니다. 집을 짓기 좋아 보이는 구역, 먹을 식량을 구할 수 있는 구역과 같은 “여러 종

류”의 공간들을 발견하게 됩니다. 사교 다양체라는 공간에서는 이와 같은 예상을 완전히 깨트려 버립니다.
 

다부  정리  
 

모든 사교 다양체는 국소적으로 항상 똑같이 생겼습니다. 즉, 주어진 사교 다양체 의 임의의 점에서 아주 작은

근방을 들여다보면, 언제나 표준 사교 다양체 의 작은 영역처럼 보입니다. 사교 다양체라는 섬에 불시착하여

주변을 구경하면 언제나 똑같은 모습이 보이는 괴상한 공간임을 알아차리게 됩니다. 이는 국소적인 모양이 곡률의 정보
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같은 원리로 다양체 에 있는 미분 형식 는  안에 있는 2차원 다양체들의 면적를 재는 도구로 볼 수 있다. 이때, “ 로 재는

면적”는 유클리드 면적과 다를 수 있다. 
 

해밀턴 벡터장 은 방정식 의 유일한 해로 주어진다. 
 

비퇴화성은 2차원 곡면들의 면적을 재는 도구가 공간 상의 모든 점에서 잘 작동한다는 의미로 볼 수 있다.
 

닫힘성이 있어야만 2차원 곡면들의 에 대한 면적을 잴 수 있다.
 

물체의 움직임을 기술하기 위해 차원 다양체가 필요했듯이
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로 변화하는 리만 다양체와는 정 반대의 특징입니다. 이렇기 때문에 사교 섬에서 살아남기 위해서는 대역적인 물체

들을 관찰하여 사교적인 성질들 을 밝혀내야 합니다.

 

 

라그랑지안 부분 다양체와 사교적 성질

리만 다양체(즉, 각도를 재는 도구가 주어진 다양체)의 경우에는

어떠한 부분 다양체 에서도 각도가 잘 측정되지만, 사교 다양체에서는 같은 일이 일어나지 않습니다. 사교 다양체 

의 부분 다양체에서 면적을 재는 사교 구조 가 항상 0의 면적을 재는 고장난 상태가 될 수 있는데, 이러한 부

분 다양체 중에서 가장 큰 차원을 갖는 경우를 라그랑지안 부분 다양체 라고 합니다. 이때, 사교 다

양체가  차원이라면 라그랑지안 은 그 절반인 차원을 갖습니다. 라그랑지안의 중요성을 일찍이 인지한 와인슈타

인 은 1981년에 다음과 같은 신조를 남겼습니다 [3]
 

사교 신조  

Everything is a Lagrangian submanifold.

풀어서 설명하면, 사교 다양체의 모든 사교적 대상과 성질들은 라그랑지안을 통해 표현된다는 다소 과감한 주장입니다.

한번 예를 들어보겠습니다. 해밀토니안 흐름이 주어진 역학계에서 자연스럽게 관심을 가지는 대상은 주기 궤도

입니다. 즉, 흐름을 따라 한 바퀴 돌아오는 닫힌 곡선의 존재성과 개수는 해밀턴 역학계를 이해하는 기본적인 정보

로 간주되고, 아놀드 의 추측과 같은 중요한 문제와 관련이 있습니다. 이러한 주기 궤도들은 두 개의 라그랑지안들

의 교점들 의 정보로 환원이 되기 때문에, 라그랑지안 교점이라는 기하학적 연구로 역학적인 대상인 주기 궤

도 문제를 공략할 수 있습니다. 이것을 라그랑지안 플로어 호몰로지 [4]의 시작점으로 이해할 수

있습니다.

위상적인 측면에서 라그랑지안의 역할은 더욱 분명하게 다가옵니다. 2차원 평면 에서 반지름이 서로 다른 두 개의

원들 을 생각해봅시다.[그림6]
 

object symplectic properties

부분 다양체 는 다양체 속에 들어있는 다양체를 일컫는다. 즉, 공간 속에 있는 부분 공간이다.

편의를 위해 라그랑지안 부분 다양체 대신에 “라그랑지안”으로 적는다.
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그것들은 부드러운 변형을 통해 서로 연결되는 것을 쉽게 확인할 수 있습니다. 즉, 사교 구조를 잃은 상태에서 두 원들은

같게 볼 수 있으나, 사교적인 관점에서 두 대상은 엄연히 서로 다릅니다. 사교 기하학에서는 어떠한 해밀토니안 흐름을

통해 를 으로 옮길 수 있을 때, “같다(Hamiltonian isotopic)“고 생각합니다.

푸엥카레의 정리에 따라 해밀토니안 흐름은 면적을 보존해야 하나, 와 이 품는 원판들의 면적들이 서로 다르므로

역학적인 방법으로 를 으로 이동시킬 수 없습니다. 간단한 2차원 사교 다양체에서 원으로 주어지는 라그랑지안

들을 통해 “작은” 사교 현상을 느껴볼 수 있지만, 면적에 관한 논의로 쉽게 해결되는 탓에 진정한  사교 현상으로

간주되기는 어렵습니다. 이로서 4차원 이상의 사교 다양체에서 라그랑지안들의 위상적 특성을 분석함으로써 사교적인

현상을 인지할 수 있다는 힌트를 얻게 됩니다.

 

사교 다양체의 강직성과 그로모프의 유사정칙 곡선 이론

사교 다양체 에 주어진 라그랑지안 이 모든 해밀토니안 흐름 에 대하여 

를 만족하는 경우, 이 교점 강직성 을 갖는다고 말합니다.[그림7]

 

[그림6]
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L0 L1
13

즉, 역학적인 움직임을 통해 를 으로 옮겨야 한다.13 L0 L1

L0 L1

L0 L1
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즉, 라그랑지안 이 어떠한 역학적인 이동을 통해서도 자기 자신을

벗어날 수 없는 경우입니다. 특히, 이 라그랑지안 토러스 인 경우에는 (면적이나 부피의 보존을 무시하고) 부드러운 변형

으로 이 자기 자신을 만나지 않게 옮겨질 수 있으므로, 교점 강직성은 진정한 사교 현상으로 볼 수 있습니다.  또 다

른 강직성을 탐구하는 방법으로 라그랑지안 매장 문제 를 생각해볼 수 있습니다. 주어진 다

양체 을 사교 다양체  속으로 라그랑지안이 되도록 넣을 수 있는지 물어보는 문제로서, 에서 라그

랑지안 2차원 구 가 존재하지 않는 흥미로운 사실을 이 문제의 시작점으로 볼 수 있습니다.  이 현상은 라그랑지

안 구의 근방이 갖는 “위상적” 성질을 통해 보여지며, 이 성질이 고차원에서 일반적으로 성립하지 않아 고차원에서의 연

[그림7]
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L

토러스 는 원 을 번 곱해서 얻어진 차원 다양체 를 말한다. 2차원 토러스의 경우는 도너츠 표면으

로 주어진 2차원 곡면이다.

라그랑지안 플로어 호몰로지 를 통해 교점 강직성의 예들을 찾아낼 수 있다.

일반적으로 차원 구는 으로 주어지는 차원 다양체

다.

즉, 를 에 라그랑지안이 되도록 넣을 수 없다는 말과 같다.

즉, 에 라그랑지안이 되도록 을 넣을 수는 없지만 그냥 넣는 것은 얼마든지 할 수 있다.
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