
정보기하학과 머신러닝 [1]: 확률모형 사이의 거
리

2022년 10월 11일
조정효
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머신러닝의 모형은 크게 분류모형과 생성모형으로 구별된다. 이들은 확률을 써서 일반적으로 표현할 수 있다. 분류모

형은 입력 에 대한 출력 를 표현하는 조건부 확률 에 해당한다. 여기서 는 이 확률모형의 매개변수

를 뜻한다. 생성모형은 주어진 데이터 가 나타날 확률 에 해당한다. 확률모형을 이용해서 확률이

높은 를 선택하는 행위가 바로 샘플 생성이 된다. 여기서 이들 확률모형을 그래프로 표현하는 것이 바로 신경망 기반

의 머신러닝이다.

데이터의 분포 가 주어졌을 때 이를 설명하는 확률모형 의 매개변수 를 찾는 행위를 우리는 “학습”이

라고 부른다. 여기서 우리는 자연스럽게 확률들 또는 확률모형들 사이의 거리를 정의할 필요가 생기고, 거리를 줄이는

최적화를 하게 된다. 앞으로 “정보기하학과 머신러닝”이라는 주제로 세 번에 걸친 연재를 통해서 확률모형들 사이의

거리와 최적화에 대해서 소개해 보려고 한다.

점들 사이의 거리를 정의하고 이로부터 피타고라스 정리가 성립하는 유클리드 공간에 우리는 익숙하다. 과연 확률모

형들이 살고 있는 공간에서 거리는 어떻게 정의하는 것이 자연스러울까? 그 공간에서도 피타고라스 정리 같은 것이 존

재할까? 이번 첫 연재에서는 이 질문에 대한 대답을 얻어 보겠다.

우리는 특히 지수족 의 확률모형을 중심으로 이야기를 풀어 보려고 한다.
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여기서 모든 에 대한 정규화 상수 는 통계물리에서는 분배함수 라고 불린

다. 지수분포 또는 볼츠만분포가 바로 이런 형태를 띤다. 그리고 정규분포도 조금 변형을 해보면 지수족이라는 것을 알

수 있다.
 

여기서  그리고 는 2차원 벡터이다. 정규화 상수 

는 지수 안에 로 넣었다. 사실 이런 대표적인 분

포들을 포함해서 우리가 알고 있는 대부분의 분포들이 지수족이다.[1] 이것은 우연은 아니고 정보이론을 통해서 이해

할 수 있는데 이번 글에서는 생략하겠다.

위에서 정의한 정규화 상수 또는 분배함수 에 로그를 취하면 누적생성함수  

가 된다. 즉 누적생성함수를 미분하면 누적 을 쉽게 얻을 수 있다. 가령 한번 미분하면 1차

누적에 해당하는 평균값을 얻는다.
 

따라서 에 대한 모든 누적을 구할 수 있는 를 안다는 것은 확률모형 을 안다는 사실과 동등하

다. 는 국소적으로 오목함수이므로, 각  위치에서 이 함수의 기울기 는 구별되는 값을 가지게 된다. 벡터 의

각 성분은 로 정의된다. 이제 우리는 를 변수로 가지는 함수  대신 를 변수로 가지는 함수 

를 상상해 보자. 이는 추상적인 변수 로 표현되는 확률모형  대신, 의 평균값에 해당하는 관찰가능한

변수 로 표현되는 확률모형 를 사용하겠다는 의도이다. 와 켤레 관계에 있는 를 변수로 가지는

함수 는 르장드르 변환을 통해 얻을 수 있다.
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이제 확률모형들이 사는 공간을 상상해보자. 본래공간 에서는 각 지점의 확률모형이 로 표현되고, 쌍대공

간 에서는 각 지점의 확률모형이 로 표현된다.[그림1]
 

 

다음으로 이 공간에서 확률모형들 사이의 거리를 정의해 보자. 함수는 공간에서는 국소적으로 오목함수

이므로 브레그만 거리 를 자연스럽게 생각해 볼 수 있다. 브레그만 거리는 다음처럼 정의가 된

다.
 

즉  위치에서의 함수값과,  위치로부터의 1차 테일러 근사값 사이의 차이에 해당한다.[그림2] 오목함수에서는 

가 되는 곳에서만 거리가 이 된다.
 

ψ(θ) + ϕ(μ) = −θ ⋅ μ
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[그림1] 본래공간(왼쪽)과 쌍대공간(오른쪽)에서의 확률모형
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이제부터는 지수족 확률모형의 브레그만 거리를 계산해 보겠다.
 

위 계산에서 둘째 줄에서는 , 셋째 줄에서는 , 넷째 줄에서

는 을 이용했다. 재미있게도 이렇게 구한 브레그만 거리는 정보이론에서 상대적 엔트로피로 불리

는 쿨벡-라이블러 거리 가 된다.

이번에는 쌍대공간에서의 브레그만 거리도 같은 방식으로 유도해 보겠다.
 

 
 [그림2] 브레그만 거리
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위 계산에서 둘째 줄에서는 르장드르 변환 을 이용하였다.

이렇게 정의된 지수족 함수의 브레그만 거리는 일반화된 피타고라스 정리를 만족한다. 가령 평균과 분산이 

인 정규분포 와 인 정규분포 를 생각해 보자. 이때 이 두 확률모형과 피타고라스 정리를 만족

하는 확률모형은 평균과 분산이 인 정규분포 가 됨을 간단히 보일 수 있다. 즉 다음 식이 성립함을 뜻한다.

정규분포의 정의를 이용해서 위 등식을 보이는 것은 숙제로 남기겠다.

확률모형들이 살고 있는 공간에서 “직교함”의 의미를 살펴보자. 여기서 재미난 사실은 확률모형들 사이의 측지선인 

와 가 로 구성된 본래공간에서 직교하지 않고, 로 구성된 쌍대공간에서도 직교하지 않는다.[그림3] 쌍대공

간의 와 본래공간의 가 서로 직교하는 것을 “쌍대적으로 평평한 ” 공간의 직교라고 한다.[2]

이렇게 본래공간과 쌍대공간을 같이 염두에 두면서 직교한 성질을 이용하면, 투사 를 이용할 수 있다. 우리는

2차원 유클리드 공간에서 투사를 통해서 에서 가장 가까운 축 위의 점 을 쉽게 얻을 수 있다. 확률모형

이 살고 있는 쌍대적으로 평평한 공간에서도 투사를 할 수 있다. 평균과 분산이 인 정규분포 확률모형에서

분산만 바꾸는 것을 허락하면서  모형에 가장 가까운 모형을 찾아 보자. 투사를 통해 얻는 모형은 

이 됨을 바로 알 수 있다.
 

 

이번 연재에서는 확률모형 가운데 가장 보편적인 지수족을 중심으로 모형 간의 거리를 자연스럽게 정의하면 정보이론

에 뿌리를 둔 쿨벡-라이블러 거리를 자연스럽게 유도해 낼 수 있음을 살펴 보았다.
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[그림3] 쌍대적으로 평평한 공간
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