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중점그래프란 무엇인가? 
 

서동균 

 

어떤 도시에 A, B, C 가 살고 있는데 서로 손해보려는 짓을 하지 않는다. 덕분에 A, B, C 는 친한 다른 지인 없이 

셋이서만 논다. 어느 날 이 세 명은 각자의 집에서 출발하여 적당한 위치에서 만나기로 결정했지만 조금도 

움직이기 싫었던 그들은 어디에서 만나는 것이 본인에게 좋을지 고민에 빠지게 된다. 이때 A 가 말했다. 

“서로에게 동등한 거리에 있는 위치를 고르는 것이 가장 공평하다.” 하지만 B가 말한다. “그것은 우리 모두에게 

손해다. 삼각형의 외접원을 생각하면 삼각형의 모양에 따라 삼각형과 외접원의 중심이 충분히 멀리 떨어질 수 

있다. 우리가 딱 그런 상황이다. 그럴 바에는 우리 집에서 만나는 것이 훨씬 이득이다.” 이때 C 가 말한다. “만약 

B 의 집에서 만난다면 B 는 편안하겠지만 A 와 나는 둘이 만나는 것보다 더 많이 움직여야 한다. 이것은 

불공평하다.” 이때 A 는 묻는다. “어떻게 만나야 서로 손해보지 않고 만나는 걸까?” C 가 답한다. “한 사람이 더 

편하면 안 된다.” A 는 되묻는다. “더 편한 건 어떤 거야?” C 가 답한다. “누군가 더 편하다는 것은, 나머지 둘이 

약속장소로 오는 길에 먼저 만나서 같이 오는 경우의 수가 하나라도 있다는 뜻이다.” 셋은 그 뒤로 잠시 

고민하는데 A 가 새로운 제안을 꺼냈다. “이 도시는 격자형 도로이기 때문에 우리는 서로 손해보지 않고 만나는 

방법이 있어!” 과연 A 의 말은 사실일까? 격자형 도로는 무슨 연관일까? 

A 가 생각한 방법은 다음과 같다. 도시의 격자형 도로가 무한하게 

존재하여 교차점들이 좌표평면의 정수점에 해당한다고 가정해보자. 

만약 A, B, C 의 위치가 각각 (3, 0), (-2, -2), (0, 7)이라고 해보자. B 가 A 나 C, 

둘 중 어디든지 가려면 북쪽으로 두 번 이상 움직여야 하며 동쪽으로 두 

번 이상 움직여야 한다. 따라서, B 는 누구에게 가려면 점 (0,0)을 지나는 

것이 유익해 보인다. 그렇다면 A 도 같은 입장일까? A 의 집에서 B 나 C 가 

있는 곳으로 가려면 적어도 서쪽으로 세 번 움직여야 한다. 하지만 B 는 

A 에서 상대적으로 남쪽에 위치해 있고,  C 는 A 에서 상대적으로 북쪽에 

위치해 있으므로 점 (0, 0)에서 갈라지는 것이 가장 좋다. C 의 입장에서도 

점 (0, 0)까지 가는 길은 A 와 B 의 집으로 가는 길이기 때문에 점 (0, 0)에서 

만나면 불공평하다 느끼지 못할 것이다. 따라서 점 (0, 0)에서 만난다면 

서로 손해보지 않고 만날 수 있다. (그림 1) 

그림 1. 
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사실 도시의 도로가 격자형이면 임의로 위치한 세 마을에 대해 가장 좋은 자리는 언제나 존재하며 유일하다. 

우리는 이런 성질을 가진 그래프를 중점그래프라 말한다. 엄밀히 정의하자면, 그래프 X 의 임의의 세 점 x_1, 

x_2, x_3 에 대해 항상 유일한 점 m 이 있어 서로 다른 임의의 i 와 j 에 대해 점 x_i 에서 점 m 을 통과하여 점 

x_j 로 가는 최소경로가 존재하면 우리는 X 를 중점그래프라 부른다. 

임의의 차원에 대해 유클리드 공간의 정수 격자도 중점그래프이다. 세 개의 

정수점 x = (x_1, …, x_n), y = (y_1, …, y_n), z = (z_1, …, z_n)에 대해 m_i 를 x_i, 

y_i, z_i 의 중간값(두 번째로 큰 값)으로 정의하면 m = (m_1, …, m_n)은 점 x, 

y, z 의 중점이 된다는 것을 계산할 수 있다. 중점그래프의 또 다른 예는 

트리가 있다. 트리의 두 점을 잇는 최소 경로는 유일하다. 트리에서 서로 

다른 세 점 x, y, z 을 골랐을 때, 그들을 포함하는 가장 작은 

부분연결그래프는 삼각대 모양의 트리가 된다. 이때 x, y, z 중 두 점을 잇는 

최소경로는 항상 삼각대의 중심을 지나게 되기 때문에 삼각대의 중심은 점 

x, y, z 의 중점이 된다. (그림 2) 

사각그래프는 평면 위의 그래프로서 모든 면이 (볼록)사각형으로 이루어져 

있으며 각 점이 적어도 네 개의 변과 연결되어 있는 그래프를 말한다. 

오른쪽의 그림은 사각그래프의 한 예로, 무한히 큰 정규 사각그래프이다. 

사각그래프는 언제나 중점그래프이다. 세 점의 중점을 찾는 방법은 위의 

A 가 제시한 아이디어와 유사하다. 세 점을 고르면 어떤 한 점에서 다른 두 

점과 동시에 가까워지는 방향으로 최대한 움직인다. 그러면 특정 점에 

도달해서는 두 점과 동시에 가까워질 수 없게 되는데 이 점이 세 점의 

중점이 된다. (그림 3) 

왜 그럴까? 왜 위와 같이 정의하면 세 점의 중점 정의에 부합하는가? 이것을 

설명하는 것이 이번 글의 첫 번째 목표이다. 우선 사각그래프의 성질을 

살펴보자. 사각형의 서로 마주보는 변들을 서로 평행하다고 정의하자. 

(물론 직사각형이 아닐 수도 있으니 평면 위의 두 직선으로서는 평행하지 

않을 수 있다.) 만약 두 변 e(0), e(k)에 대해 어떤 변들의 열 e(0), e(1), …, e(k)이 

존재하여 모든 i 에 대해 e(i-1)과 e(i)가 평행하면 e(0)와 e(k)가 평행하다고 

정의하자. 그러면 변들의 모임에서 평행성은 동치관계가 된다. 어떤 변에 

대해 평행한 변들을 전부 모아보면 오른쪽 그림과 같이 생겼다는 것을 알 

수 있다. (그림 4) 

그림 2. 

그림 3 

그림 4 
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이때 평면 위에 곡선을 그려 평행한 변들의 중점을 한번씩 만나도록 지나게 할 수 있는데 이것을 변의 

수직선이라 부르자. 만약 서로 다른 두 점이 수직선으로 구분된다면 (즉, 수직선으로 잘랐을 때 두 점이 서로 

다른 연결성분에 들어간다면,) 그 두 점의 최소경로는 수직선을 오직 한 번만 지나게 된다. 여기에서 유도될 수 

있는 사실은, 두 점의 최소경로를 생각해보면 경로 위의 모든 변들의 수직선들은 두 점을 구분한다. 반대로, 두 

점을 구분하는 수직선은 반드시 두 점의 최소경로와 한번 만난다. 

이제 사각그래프가 중점그래프라는 것을 증명하자. 사각그래프에서 

임의로 세 점 x, y, z 를 고르고 말을 점 x 위에 올려놓자. 위와 같이 말을 점 y, 

z 에 동시에 가까워지도록 움직이는 방법은 점 x 와 집합 {y, z}을 구분하는 

수직선을 하나씩 건너는 과정이며 말이 멈추는 점 m 에서는 더 이상 말과 

집합 {y, z}을 구분하는 수직선이 존재하지 않음을 의미한다. 다시 말하면, 

점 y 로 다가가려면 점 z 로부터 멀어질 수 밖에 없고, 점 z 로 가까워지려면 

점 y 로부터 멀어질 수 밖에 없다. 즉, 말이 서 있는 지점 m 은 점 y 와 점 z 를 

잇는 최소경로 위에 위치하게 된다. 따라서, 말이 있는 위치인 점 m 은 세 

점 x, y, z 의 중점이 된다. (그림 5) 

그렇다면 점 m 은 점 x, y, z 의 유일한 중점일까? 임의의 변에 대해 그것의 수직선으로 평면을 잘라보자. 이때 

만약 점 x, y 가 하나의 연결성분에 포함된다면 점 m 은 점 x 와 점 y 의 최소경로 위에 놓여야 하기 때문에 

반드시 점 x, y 와 같은 연결성분에 포함되어야 한다. 다시 말하면, 점 m 이 포함된 연결성분은 점 x, y, z 중 

적어도 두 점을 포함해야 한다. 따라서 중점을 포함하지 않는 연결성분은 점 x, y, z 중 하나 이하만 포함할 수 

있다. 점 m이 아닌 임의의 점 w에 대해 점 m과 점 w를 가르는 수직선을 생각해보면 점 w가 포함된 연결성분은 

점 x, y, z 중 최대 하나만 포함해야 한다. 따라서 점 w 는 중점이 될 수 없다. 그래서 점 m 은 점 x, y, z 의 유일한 

중점이다. 따라서 사각그래프는 

중점그래프이다. 

이러한 방법은 고차원 공간으로 확장시킬 수 

있다. 일반적인 n 에 대해 n 차원 공간에서 n-

차원 큐브들을 적절히 이어 붙인 그래프는 

중점그래프가 된다. (“적절히 이어 붙인다”는 

표현은 전혀 수학적이지 않지만 엄밀한 정의를 위해 몇 가지 정의가 더 필요하다.) 이렇게 만들어진 큐브 

그래프에서도 여전히 변들의 평행을 정의할 수 있으며, 변들의 수직면을 정의할 수 있다. 그림 6 은 3 차원 

공간에서 3 차원 큐브들을 이어붙여 만든 

중점그래프이며, 빨간색 면은 어떤 변의 

수직면에 해당한다. 이때 세 점의 중점을 찾는 방법은 앞서 말한 방법과 유사하다. 

그림 5 

그림 6 
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우리는 지금까지 중점그래프의 예를 살펴보았으며, 중점그래프에서 다루는 간단한 문제에 대해 

논의해보았다. 사실 일반적인 중점그래프에서 변의 평행성과 수직면이 정의될 수 있는데, 수많은 연구자들이 

평행성과 수직면을 분석하여 중점그래프의 기하학적 특징에 대해 연구하였다. 이를 토대로 1990 년 이후로 

중점그래프 위에서의 군 작용에 대한 연구가 유행하였고, 그들을 바탕으로 가상 하켄 추측을 해결하게 되었다. 

(Agol, 2013) 최근에는 복소기하학의 문제를 중점그래프로 분석하는 시도들이 이루어지고 있다. (Llosa Isenrich, 

2020) (Lonjou & Urech, 2021) 

중점그래프는 매우 오랜 세월 연구되었으며, 그만큼 다양한 분야와 다양한 문제가 걸쳐 얽혀 있다. 첫 

문단에서 제시한 예시와 같이 어떤 상황이 중점그래프의 구조를 가지면, 언제나 효율적으로 균형을 찾을 수 

있다. (Day & McMorris, 1987) 진화생물학에서 계통수(phylogenetic tree)의 모든 경우의 수는 언제나 

중점그래프 구조를 갖는다는 것이 알려져 있다. (Billera, et al., 2001) 로봇공학에서 중점그래프가 응용된 

사례가 있다. (Ghrist & Peterson, 2007) 
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