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1 여는글

카페한구석에앉아커피잔을들여다본적있으신가요?잔속에서빛줄기가벽에부딪히고,다시
흩어져이쪽저쪽으로퍼져나가는순간말입니다.가만히바라보면그저예쁜무늬일뿐인데,수
학자의눈에는어느새작은당구대가펼쳐집니다.

“커피잔에서당구라니,말도안되잖아요.”고개를갸웃할지모르겠습니다.하지만수학에서
말하는당구는우리가흔히떠올리는네모난테이블위의묵직한공만을가리키지않습니다.그세
계에서당구대는원이될수도있고,삼각형이될수도있으며,심지어는매끄럽게휘어진곡선이
될수도있습니다.공또한더이상둥글고무거운물체가아닙니다.마찰도,둔감한무게도없이
그저하나의점으로,일정한속력으로직선을따라움직이다가벽을만나면단하나의규칙에따라
방향을바꿉니다.입사각과반사각이서로같다는,단순하면서도변치않는규칙이지요.
놀라운것은이단순함이만들어내는풍경입니다.무수히부딪히며이어지는점의궤적은예

측할수없을만큼복잡합니다.그안에숨은질서를찾고,그질서가품고있는이야기를읽어내는
것,그것이바로당구 (Billiard)라는수학입니다.다시커피잔속빛줄기를떠올려보시겠습니까.
여러궤적이겹쳐지며특정한영역을환히감싸고있던모습,그것은우연이아니며, “유일에르고
딕성"이라는오늘이야기할수학적개념과도맞닿아있습니다.
호라이즌에백형렬교수님께서쓰셨던 “자유를원한다면탁구를쳐라"라는제목의글이있습

니다. 그것을 오마주하여 수학자들의 또 다른 스포츠, 당구에 대해 이야기해 보려 합니다. 그 첫
번째 이야기는 ‘당구와 재규격화’입니다. 작은 빛줄기 하나가 수학의 거대한 풍경으로 이어지는
길을,함께걸어가보시지않겠습니까.

2 당구흐름

커피잔속에서반짝이던빛줄기,수학자들은그것에정식으로이름을붙였습니다.바로당구흐름
(Billiard flow)입니다.
그림 3과같이커피잔과비슷하게매끄럽게휘어진벽면을가진곡선형당구대를하나두고,그

위에작은공을올려놓는것을상상해보겠습니다.초록색점에서보라색점을향해공을굴리면,
부딪히기전까지는똑바로나아가겠지요.벽에닿는순간이오면,무슨일이일어날까요?매끄러운
벽에서는충돌지점에서의접선을생각할수있습니다.그리고공은,그접선을기준으로입사각과
반사각이같다는법칙을따라방향을바꾸어나아갑니다.
수학자들은 이 과정을 기호로도 담아 둡니다. 당구대 𝑋 위에 있는 공의 출발점을 𝑝라 하고,

시간이 𝑡만큼흐른뒤공이도달한위치를 𝜙𝑡(𝑝)라합시다.그러면
𝜙𝑡 ∶ 𝑋 → 𝑋, (2.1)

𝑝 ↦ 𝜙𝑡(𝑝)

그림 1:잔속당구흐름이남긴흔적입니다.이흐름은유일에르고딕성을갖지못합니다.
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그림 2:잔밖의무늬와물속경관은굴절이남긴흔적입니다.

그림 3:곡선형당구대 (1, 2, 8번째충돌)

이렇게쓰는함수하나가,당구대 𝑋위에서벌어지는당구흐름전체를정의해줍니다.
하지만오늘우리가머물려하는곳은곡선형당구대가아닌유리각당구대 (rational billiard)

입니다. 이름이 다소 낯설지요? 유리각 당구대란 모든 벽면이 곧은 선분으로 이루어져 있고, 그
선분들이만나는각이 𝜋의유리수배가되는당구대를말합니다.가장친숙한예는네모난사각형
당구대이고,조금더변화를주면 L자, Z자모양당구대,육각형당구대도가능합니다.
유리각당구대에서도공이진행하는원리는전과동일합니다.공은일정한속도로직선을따라

가다가,벽과충돌하면반사되어다른방향으로나아갑니다.그림 5의사각형당구대를𝑋라고불러
봅시다.초록색점에공을놓고보라색점을향해굴린다면,공의궤적은곧은선을따라이어질것
입니다. 그리고 벽에 부딪힐 때마다 공은 계속해서 방향을 바꾸지요. 수학적으로는 똑같습니다.
다만곡선형당구대에서는없었던문제가생기는데요,공이정확히당구대의모퉁이를맞힌다면
더이상그진행방향을알수없다는점입니다.당구대의벽면중모퉁이처럼뾰족한곳에서는접
선이 정의되지 않기 때문이지요. 그래서 우리는 앞으로의 논의에서 이런 공의 경로들을 모조리
제외하게 됩니다. 공이 모퉁이를 맞힐 수학적 확률은 0이어서, 이렇게 하여도 유리각 당구대의
당구흐름을정의하는데에는어떤문제도일어나지않게됩니다.

3 유일에르고딕성

주어진당구대위에서당구흐름을정의하기위해필요한정보는하나입니다. “어느각도로공을
출발시킬것인가?”바로그선택이지요.각도를정하고나면,자연스러운질문이떠오릅니다.

• 당구공의위치를오랜시간에걸쳐관측하면어떤분포를얻게될까?

그림 4:유리각당구대 (L자형, Z자형,육각형)
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그림 5:사각형당구대 (1, 2, 8번째충돌)

그림 6: 16, 64, 1024번째충돌

이질문을두부분으로더나눠서생각해보겠습니다.

(a). 당구공이언젠가는당구대안의모든영역을지나게될까?

(b). 만약그렇다면,당구대의특정위치만을계속관측했을때,그곳에서당구공이발견될확률
은위치와상관없이균일할까?

통계적인답을위해사진기를이용할수도있습니다.별의일주운동을담기위해사용하는바로
그방법입니다.하늘한쪽을향해뒷산에고정시켜둔사진기를잠시빌려오겠습니다.그사진기를
당구대위당구흐름을향하게한뒤장시간노출시킵니다.이제촬영한사진속당구대를들여다
봅시다. 점들이 비어있는 곳 없이 찍혀있다면 (a)에 대해 그렇다고 답할 수 있을 것이며, 점들의
밀도가균일하다면 (b)에대해그렇다고답할수있겠습니다.
약간더기술적인문제를생각하기전에,중요한사실하나를떠올리려합니다.당구흐름에서

공의 움직임은 평행이동과 반사 두 가지로 이루어지는데, 둘 다 면적을 바꾸지 않는 변환이라는
것입니다.그래서당구흐름역시면적,즉르베그측도를보존하게됩니다.
그렇다면아래와같은물음도던져볼수있습니다.

(c). “당구흐름이보존하는측도는오직르베그측도뿐일까?”

만약이질문에그렇다고답할수있다면,우리는그흐름이유일에르고딕성 (unique ergodic-
ity)을가진다고부릅니다.이성질은조금낯설게느껴질수도있지만,앞서제기한두가지질문에
대한긍정적인답 - (a)당구대위모든영역을지나게되는것,그리고 (b)당구공이모든위치에서
동등한확률로발견되는것 -을갖는것보다더강한조건임이알려져있습니다. 1
흥미롭게도, (c)에 대한 답은 당구대의 모양에 따라 전혀 다르게 나타납니다. 먼저 볼록하고

매끄럽게휘어진곡선형당구대를떠올려보겠습니다.원형이나타원같은모양말입니다.이경
우어떤일이생길까요?어쩌면공의궤적은당구대전체를채우지못하고,특정영역만을감싸며
맴돌게될수있습니다.그림 1의잔속무늬와같은 “포락선”을형성하면서말이지요.
이현상은다음사실과맞닿아있습니다.

정리 3.1 (라주킨 (Lazutkin)) 2볼록하고매끄러운곡선형당구대는,당구흐름으로부터형성되
는포락선을매우많이갖는다.

1유일에르고딕성의정의는생소할것입니다.당장은 “(a)와 (b)을모두내포하는특성"이라는점을이성질에관심을
가질만한이유로삼으셔도충분합니다.

2참고문헌 [La]

3



그림 7: 16, 64, 1024번째충돌

이결과는볼록하고매끄러운곡선형당구대위에서유일에르고딕성이어떻게어긋날수있는지

를잘보여줍니다.원형커피잔안에서의당구흐름을떠올려보면,궤적은사진속포락선내부로는
결코들어갈수없었습니다.즉,당구흐름이포락선을형성한다는것은그당구흐름이닿을수없
는지역이생겨버린다는뜻입니다.따라서이런현상이너무나빈번히일어난다면,당구대의모든
영역에이르게되는성질 (a)는기대할수없고,당연히그보다강한성질인유일에르고딕성 (c)
역시성립할수없게됩니다.
이와대조적으로,유리각당구대에서는거의정반대의현상이나타납니다.이를나타내는것이

바로다음정리입니다.

정리 3.2 (커르코프–메이저–스마일리 (Kerckhoff–Masur–Smillie)) 3유리각당구대위에서,거
의모든각도의당구흐름은유일에르고딕성을갖는다.

즉, 유일 에르고딕성은 볼록하고 매끄러운 곡선형 당구대에서는 쉽게 무너질 수 있지만, 유
리각당구대에서는오히려일반적인경우에성립한다는것입니다.그림 6의당구대와그림 7의
당구대를나란히비교해보시면,이두세계의대비가한눈에들어올것입니다.전자에서는도달
할수없는 “금지영역”이생기지만,유리각당구대에서는거의모든경로들이당구대전영역을
고르게채우게됩니다.
이번화에서는이제곡선형당구대의이야기는그만독자분들의직관과그림에맡겨두고,대신

유리각당구대에초점을맞추어,커르코프-메이저-스마일리정리와연결된두가지새로운정리를
소개하려 합니다. 그리고 그 과정에서 자연스럽게 재규격화 (renormalization) 라는 아이디어를
만나게될것입니다.

4 재규격화

All that is gold does not glitter,
황금이라고다반짝이진않으며,
Not all those who wander are lost.

방랑하는자라고다길잃은것은아니다.
— B. Baggins

톨킨의 소설 반지의 제왕 속에서 이 시구는 아무것도 가진 것 없어 보이던 한 인물의 가치를

예언합니다.그러나수학자의눈에는이메시지가마치동역학계에등장할재규격화라는아이디
어를오래전부터예견하고있었던것처럼느껴집니다.
재규격화라는 말은 물리학과 수학에서 여러 의미로 쓰입니다. 그것이 양자역학계에 나타나

는 이야기는 성기훈 교수님의 글 “재규격화와 파인만 다이어그램"에서 자세히 소개되었습니다.
여기에서는대상이되는동역학계를바꾸어,재규격화의또다른일면에대해이야기하려합니다.

4.1 앵무새의신조

여기한마리의앵무새가있습니다.앵무새는이상한주문을되뇌입니다.
“계 𝑋위의흐름의비밀을알고싶다면, 𝑋하나만응시하지말고, 𝑋를그것을품은더큰우주

𝑀의별로서바라보아라.만약우주𝑀위의흐름속에서그안의많은별들이회귀 (recur)한다면,
네가찾는비밀도머지않아눈앞에드러나리라.”

3참고문헌 [KMS]
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이것은마치수수께끼같습니다.우리는주문속 ‘계𝑋위의흐름’에 ‘당구대위당구흐름’이라는
더구체적인상황을대입한뒤앵무새가의미하는바를찬찬히헤아려보겠습니다.
먼저당구대 𝑋를고정해봅시다.그리고나서𝑀은, 𝑋를원소로갖는,이세상의모든당구대들

이모여있는우주라고해석해보겠습니다.
그렇다면𝑀위의흐름이란무엇일까요?𝑋위의당구흐름 (2.1)이당구공의움직이는규칙 𝜙𝑡 ∶

𝑋 → 𝑋이었다면,𝑀위의흐름은당구대가자기들만의우주속에서어떻게움직이는지를알려주
는또다른규칙 Φ𝑡 ∶ 𝑀 → 𝑀일것입니다.
하면, 지금 𝑀 위의 모든 당구대들은 어떤 미지의 규칙 Φ𝑡 ∶ 𝑀 → 𝑀에 따라 끊임없이 움직

이고 있는 상황인 것이지요. 그리고 그 와중에 어떤 당구대들은 원래 출발했던 자리로 돌아오는
행위를무수히많이반복하고있을지도모릅니다.우리는이런당구대들을회귀하는당구대라고
부르겠습니다.
이제주문의마지막구절은,우리가당구대들의우주𝑀 속에서회귀하는당구대들을많이발

견하면할수록,그것들은우리에게𝑋위의당구흐름,즉내당구공의경로에대한비밀 4도밝혀줄
것이라는얘기가됩니다.
우리가궁금해했던것은분명내당구공이어떻게움직일까하는것이었지요.하지만앵무새는

이상하게도,당구공의움직임 𝜙𝑡가아닌당구대의움직임 Φ𝑡를바라보라고하고있었습니다.

4.2 당구대를친다는상상

당구대 위에서 공을 치는 것은 익숙합니다. 그런데 앵무새는 정반대의 상상을 요구합니다. 공이
아니라,당구대자체를쳐보라는것입니다.현실이라면터무니없는소리겠지요.실제로당구대를
치면아무일도일어나지않고,오히려큰변상을하게될것입니다.하지만앵무새의세계에서라면
다릅니다.그곳에서는당구대가충격을받아변신로봇처럼형태를시시각각바꾸기시작하는데,
이것이바로당구대가그의세계𝑀속을떠돌아다니는방법 Φ𝑡입니다.
당구대가이리저리늘어났다줄어들며모습을바꾸다가,마침내원래의형태로돌아오는장면.

우리는그런그림을머릿속에그릴수있습니다.그것이바로앵무새가꿈꾸는재규격화의우주입
니다.당구대들이모여하나의공간을이루고,그공간안에서떠돌던당구대가끝내원래모습으로
돌아오기를반복한다면,그반복되는과정 5 이원래주어진흐름의비밀을드러내는렌즈의역할
을수행하게됩니다.
우리는이제이앵무새의목소리를따라가려합니다.그러나조금더채비가필요합니다.아직

당구대들이우주𝑀위에서변신하는방법Φ𝑡를구체적으로모르기때문일까요?그도그렇지만,후
술할흐름Φ𝑡에대해,만약𝑀을이전과같이단순히당구대들의집합으로선택한다면어떤당구대
도회귀하지못하는일이벌어지기때문입니다.결과적으로,𝑀을세상모든당구대들의집합으로
선택하는것은조금은순진한시도였습니다.이문제는,당구대대신 ‘평행구조곡면 (translation
surface)’이라불리는그들의아바타를내세움으로써자연스럽게해결됩니다.
앞으로우리는

1. 공간𝑀의후보로 ‘아바타당구대’들의세계6와,그위의흐름 Φ𝑡를정의할것입니다.

2. 그리고이세계속에서회귀성을보장해줄수있는두가지도구,곧메이저기준 (Masur’s
criterion)과메이저-뷔치측도 (Masur–Veech measure) 7를소개하려합니다.

5 평행구조곡면

앵무새의속삭임을잠시멈추고,우리는곡면의구조와다각형표현에관한이야기를하려합니다.
다각형을 풀칠하여 곡면을 얻는 내용은 최인혁 박사님의 만화 “이것은 기하학인가 아니면 위상
수학인가 [2]:자르고붙이고생각하고”를읽어보시면좋습니다.여기에서는간략히만설명하려
합니다.

5.1 풀칠하기와오려내기

책상위에종이한장을두고,그위에다각형들을그려봅시다.그림 8. (a)의다각형에는,길이가
같고 방향이 나란한 변들이 두 쌍 (검정, 빨강) 있습니다. 이제 상상 속에서 그 쌍들을 하나하나

4앵무새는 이 방법이 밝혀내는 비밀이 무엇인지에 대해 직접 대답하지 않습니다. 앵무새의 주문은 단 하나의 명제를
증명해내는레시피라기보다,이런방법을사용하는증명들의총칭으로보는것이적절합니다.

5그런데주문의내용이 ‘재규격화’라는이름과는대체무슨상관이있을까요? ‘재규격화’라는작명의당위성은𝑀위의
흐름 Φ𝑡와 𝑋 위의 흐름 𝜙𝑡가 서로 맞닿는 방식에서 찾을 수 있습니다. 𝑀 위의 흐름 Φ𝑡가 𝑋를 제자리로 데려올 때마다,
원래의계 𝑋 안에서는크기와구조가새롭게조정되는일이벌어집니다.이과정을재규격화라고부르는데,이것이종종
우리가찾는비밀을밝히는열쇠가됩니다.

6평행구조곡면이다당구대의아바타가되지는않을것입니다.엄밀히는평행구조곡면들의세계라고하는것이맞는
표현입니다.

7참고문헌 [Mas1], [Vee]
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(a)곡면의처음주어진표현 (b)점선을따라오려냅니다 (c)잘린곳을같게색칠합니다

(d)조각들을재배치합니다 (e)빨강,검정선분을풀칠합니다 (f)곡면의새로운표현입니다

그림 8:곡면의서로다른여섯가지표현

풀칠해 붙여 봅니다. 평면 위에 있던 도형이 어느새 접히고 이어져, 곡면이 탄생하게 됩니다. 이
곡면을 𝑆1이라부르겠습니다.
주어진다각형이간단했던덕분에, 𝑆1이도넛모양의곡면인것을어렵지않게상상할수있습

니다.더복잡한상황에놓이더라도,만약아래의 ‘다각형표현’이주어진다면,

정의 5.1 ‘다각형표현’이란,다음을말합니다.

1. 평면위에 (여러개의)다각형들이주어져있고

2. 그변들이빠짐없이한쌍씩같게색칠 (또는표시)되어있으며

3. 같게색칠된변들은모두길이가같고나란하며,서로반대방향 8에있을것

우리는상상속에서표시된쌍들을하나하나풀칠할수있습니다.즉,다각형표현이주어지면우리
는언제나변들을풀칠하여곡면을얻을수있으며,거꾸로곡면이주어졌을때이것을다각형으로
표현하려는시도도해볼수있게됩니다.
그림 8. (a)로되돌아가보겠습니다.이번에는아까와는다르게다각형을풀칠하는것말고도

때로는가위로오려내보기도할생각입니다.대신오려냈던부분들은꼭기억하고있다가,나중에
잊지말고다시풀칠해주기로합시다.
그림 8의안내에따라 (a), (b), (c), (d), (e), (f)의순서대로오려내고풀칠하는과정을마치면

마지막그림 8. (f)의육각형표현에도달하게됩니다.그리고이육각형의세쌍의마주보는변들
(주황,초록,파랑)을마저풀칠하면,그림 9의오른쪽에보이는것처럼도넛모양의곡면을얻게
됩니다. 9 이곡면을 𝑆2라고부르겠습니다.
돌이켜보면 𝑆1에서시작하여그림 8의안내 (a), (b), (c), (d), (e), (f)를따르는과정은,곡면

을 오려내거나, 전에 오려냈던 부위를 접합하는 행위의 연속이었습니다. 그런데 한번 오려냈던
부분들은 잊지 않고 나중에 언젠가는 다시 똑같은 위치에 붙이기로 약속했기에, 곡면 𝑆2는 어떤
의미에서는 𝑆1과같은곡면입니다.
그래서 우리는 그림 8. (a)의 평행사변형과 8. (f)의 육각형을, 겉모습은 다르지만 동일한 곡

면을나타내는다각형표현으로여기려합니다.주어진다각형표현으로부터,오려내기와풀칠하
기를자유롭게반복하며얻어지는모든다각형표현들의무리를동치류 (equivalence class)라고
부르겠습니다.평행구조곡면이란,다각형표현의동치류로정의됩니다.

5.2 평행구조곡면을바라보는다른시각들

평행구조곡면의풀칠하기규칙은평범한곡면의그것보다훨씬더엄격합니다.정의 5.1에따르
면,단순히다각형의아무변이나붙일수있는것이아니라,오직평행이동으로완벽히포개지는
변들만이 짝을 맺을 수 있기 때문입니다. 이 제약으로 인해, 평행구조 곡면이 주어졌다는 것은,
곡면의위상적성질만이아닌더많은정보들이주어졌다는것을의미합니다.

8색칠된한쌍의변들에공통된방향을주었을때,주어진다각형이한변을기준으로는왼쪽에있고다른한변을기준
으로는오른쪽에있어야함을의미합니다.

9그림 8. (f) 에서 육각형의 세 변을 풀칠하면 도넛 모양의 곡면을 얻는다는 사실은, 그림 9의 오른쪽에 시각화되어
있습니다. 하지만 이것은 그림 8 (a)에서 평행사변형의 두 변을 풀칠한 곡면이 도넛 모양이라는 것을 떠올리는 것 만큼
순탄하지는않습니다.
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그림 9:육각형의마주보는세쌍의변을풀칠한곡면

그림 10:사각형의마주보는두쌍의변을풀칠한곡면

예를들어,그림 10의다각형표현을통해얻어지는곡면을 𝑆3라해보겠습니다. 𝑆3는도넛모
양의 곡면이 되는데, 이는 위상수학적으로는 그림 9의 다각형 표현에서 얻었던 곡면 𝑆2와 같은
곡면입니다. 하지만 𝑆2와 𝑆3는 평행구조 곡면으로서는 같지 않게 되는데, 이것은 그림 10의 다
각형 표현으로부터는 어떤 오려내기와 풀칠하기 방법을 통해도 그림 9의 다각형 표현에 이르지
못한다는것을의미합니다.
평행구조곡면에주어지는부가적인정보가무엇인지정확히알기위해서는,그것을바라보는

다음의서로다른시각들을살펴보면됩니다.

사실 5.2 평행구조곡면은다음세가지서로다른방법으로표현됩니다.

1. 다각형표현들의동치류가주어지는것

2. 리만곡면과그위정칙미분형식 (holomorphic differential)이주어지는것

3. 위상곡면 Σ와그위의예외가되는점들 𝑃,그리고이와양립가능한 Σ의평행지도 10 가주
어지는것.

이각각의관점은상황에따라자유롭게오가며활용할수있으며,서로다른장점을지닙니다.
예를들어,다각형표현두개가같은평행구조곡면을나타내는지판별하는것은결코간단하지
않지만,나머지두관점의정의를택했다면이런걱정에서는자유롭게됩니다.
우리는첫번째관점,즉다각형표현들의언어를중심으로설명을이어가겠습니다.

5.3 특이점과지층

땅위에관찰자가서있습니다.이관찰자가제자리에서서그의주위를둘러보며시야각을합산
하는것을생각해보겠습니다.땅이평면이라면,관찰자가어느위치에서있을지라도,그결과는
늘 360◦,호도법으로는 2𝜋가될것입니다.
땅이 평면이 아닌 평행구조 곡면이었다면 결과는 조금 달라집니다. 평행구조 곡면에서는 대

부분의지면들은평탄하지만예외가되는뾰족한점들이몇개있습니다.이점들의주변은그림
11과 같이 안장 모양의 지형을 이루게 됩니다. 그래서 정중앙에 있는 뾰족한 ‘안장점’에 도달한
관찰자는,평소보다넓은시야를얻어합산한시야각이 2𝜋보다크게측정됩니다.
안장점들의정식명칭은특이점 (singularity)입니다.특이점을자세히정의하기위해그림 12

의왼쪽 Z자다각형표현에대응되는평행구조곡면을생각해보겠습니다.같은색깔을가진변들
이풀칠된곡면위에서는동일시된다는것을상기하면,다음의사실을확인해볼수있습니다.

연습 5.3 그림 12에서 ×로표시된모퉁이들은모두풀칠된곡면에서동일한점을나타냅니다.마
찬가지로,□로표시된모퉁이들도모두풀칠된곡면에서는하나의점이됩니다.

이제모퉁이 ×를고정하고,그것을중심으로하는작은원을다각형내부에그려보겠습니다.
이 원을 따라 돌다 보면, 얻는 시야가 평소보다 더 넓은 720◦, 호도법으로는 4𝜋임을 알아차리게
됩니다.

10여기서평행지도란지도들의총집합 (Maximal atlas of charts)중몇가지성질들을추가적으로만족하는것들을뜻
합니다.예를들어특이점밖에서는전이함수가평면의평행이동인것이요구되고,특이점근방에서도전이함수에대한
다른조건이더붙게됩니다.
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그림 11:평행구조곡면에서,안장점에오른관찰자는더넓은시야를얻습니다.

그림 12: Z자다각형으로표현되는평행구조곡면,그리고표시된안장점들

더일반적으로,임의의평행구조곡면과그것의한다각형표현을생각해보겠습니다.다각형
표현의모퉁이를하나선택하면,같은방법으로

다각형내부에모퉁이를중심으로하는작은원을그리고,
그원을일정한방향으로따라돌며얻는시야각을합산

(5.1)

할수있습니다.그려놓은작은원위를직접도는상상을해보겠습니다.만약원위의출발점이변
𝑣위에놓여있었다면,제자리로돌아왔을때맞닥뜨리는변 𝑣′은 𝑣와색깔이같은변이어야합니다.
한편같은색깔의두변은평행해야하기에,합산된각도는언제나 2𝜋의정수배 (2𝜋, 4𝜋, 6𝜋,⋯)가
됨을알수있습니다.특이점이란이각도가 2𝜋보다큰모퉁이들을말합니다.
지금까지평행구조곡면에나타날수있는안장점들과,그안장점에올랐을때관찰자가얻는

시야각들에대해알아보았습니다.이런지질학적정보들은평행구조곡면들을세부적으로분류
하는데필요합니다.평행구조곡면들을지질학적정보에따라분류해놓은것을지층 (stratum)
이라고합니다.
더구체적으로,주어진평행구조곡면에특이점,즉안장점들이모두 𝓁개있다고하고,각각을

𝑝1,⋯, 𝑝𝓁이라해보겠습니다.이전관찰에의하면각각의안장점 𝑝𝑖에올랐을때얻는시야각은
2𝜋의정수배입니다.그러므로그들은어떤자연수 𝑘𝑖에대해 2𝜋(𝑘𝑖 + 1)로쓸수있게됩니다.이
정수 𝑘𝑖들을내림차순으로다시정렬하여쓴 ‘지질학적정보’ (𝑘1,⋯ , 𝑘𝓁)를생각하겠습니다.이제
지층이란,같은 ‘지질학적정보’ 11를공유하는평행구조곡면들을모두모아놓은공간을말하며

𝐻(𝑘1,⋯ , 𝑘𝓁)

로표기합니다.

5.4 지층조사하기

다각형표현이주어졌을때,그평행구조곡면의종수나,그것이속하는지층을알아내려면어떻게
해야할까요?이것을구체적으로알아보겠습니다.다시그림 12의 Z자다각형표현으로얻는평
행구조곡면을생각해보겠습니다.다음연습문제는그림 12의오른쪽도형에서직접개수를세어
답할수있습니다.

11지층은일반적인표현이지만, ‘지질학적정보’는통용되는표현이아닙니다.
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연습 5.4 그림 12 의 Z자 다각형 표현에서, 풀칠이 끝난 뒤 남는 모퉁이, 변, 면의 수를 세어보면
각각 2, 5, 1개가됩니다.

이제종수가 𝑔인곡면의오일러특성값이 2 − 2𝑔임을상기하면오일러공식

(모서리의개수) − (변의개수) + (면의개수) = (오일러특성값)

으로부터이평행구조곡면의종수가 𝑔 = 2임을알수있습니다.
한편,다각형표현을유심히관찰하면,우리는각각의안장점에서얻는시야각 (5.1)도눈으로

확인할수있습니다.그림 12의경우특이점은두개 (×와□)이며,두특이점모두제자리를돌면
서합산한시야각이 4𝜋가됩니다.즉 𝓁 = 2, 𝑘1 = 𝑘2 = 1이며이곡면이속한지층이 𝐻(1, 1)임을
알수있습니다.
이논의를일반적인다각형표현에대해반복하면,더일반적으로곡면의종수가 𝑔이고 ‘지질

학적정보’가 (𝑘1,⋯ , 𝑘𝓁)로주어진평행구조곡면에대해서

𝑘1 +⋯+ 𝑘𝓁 = 2𝑔 − 2

의관계가성립하는것을알수있습니다.그래서평행구조곡면의지층은,그곡면이가지고있는
종수보다더세분화된분류입니다.한편,이관계는위상곡면의종수가주어졌을때,가능한모든
지층의종류도알려줍니다.예컨대종수가 𝑔 = 3인곡면에서는

4 = 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1

과같은분할이가능하며,따라서가능한지층은

𝐻(4), 𝐻(3, 1), 𝐻(2, 2), 𝐻(2, 1, 1), 𝐻(1, 1, 1, 1)

모두이렇게 5종류가됩니다.

5.5 2×2행렬군 SL(2,ℝ)의작용
우리는 당구의 문제에서 출발했지만, 어느새 평행구조 곡면이라는 무대 위로 올라와 있습니다.
자연스럽게,우리의관심도평행구조곡면위의동역학으로옮겨가려합니다.
평행구조곡면들의세계에는면적을보존하는 2×2행렬군,곧 SL(2,ℝ)의자연스러운작용이

깔려있습니다.임의의행렬 𝐴 ∈ SL(2,ℝ)를집어들고,한평행구조곡면 𝑋의다각형표현을떠
올려 봅시다. 각 변 𝑣𝑖를 단순한 선분이 아니라 평면 벡터로 바라보면, 행렬 곱 𝐴𝑣𝑖는 또 하나의
벡터를낳습니다.이제 𝑋의원래있던다각형표현에서,변의색깔은그대로두면서각변 𝑣𝑖를새
로운벡터 𝐴.𝑣𝑖로교체하겠습니다.이결과로우리는정의 5.1를만족하는새로운다각형표현을
얻게되는데이것이가리키는평행구조곡면을바로 𝐴.𝑋로정의하게됩니다.
구체적으로,다음과같은대각행렬을생각해보겠습니다:

𝑎𝑡 = [𝑒
𝑡 0
0 𝑒−𝑡] (5.2)

이행렬을벡터 𝑣 = [𝑥𝑦]에적용하면

𝑎𝑡.𝑣 = [𝑒
𝑡 0
0 𝑒−𝑡] [

𝑥
𝑦] = [ 𝑒

𝑡𝑥
𝑒−𝑡𝑦]

라는 결과를 얻게 됩니다. 곧 가로 방향은 𝑒𝑡배 늘어나고, 세로 방향은 𝑒−𝑡배 줄어든 벡터이지요.
이변형을따라다각형의변들이찌그러지고늘어난모습이바로새로운평행곡면 𝑎𝑡.𝑋의다각형
표현입니다.
이러한 변형에도불구하고, 행렬의작용은 곡면의 몇가지본질을 바꾸지 않습니다.종수가 2

인곡면에아무리 SL(2,ℝ)의요소들을적용해도,그배경이되는위상곡면은여전히종수 2로남
습니다.뿐만아니라,곡면이속한지층또한변하지않습니다.
그래서특정평행구조곡면 𝑋의흐름을추적할때는,모든종수 𝑔의곡면들을한꺼번에보는

대신, 𝑋가 속한 바로 그 지층 속에서 이야기를 전개하는 것이 훨씬 더 합리적인 선택이 됩니다.
이것은평행구조곡면과동역학이야기를할때지층이야기가빠질수없는이유입니다.
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그림 13:변신중인 𝐿자당구대 (북쪽으로친경우)

그림 14:변신중인 𝐿자당구대 (비스듬히친경우)

6 앵무새가다시등장하다

이제앵무새가돌아옵니다.그녀석은지금 L자당구대위의숨겨진비밀 12을알아내려애쓰고있
습니다.대체어떤방법을쓰려는걸까요?매우제멋대로인녀석이기에,자기신념대로당구대를
“북쪽”을향해묻지도따지지도않고힘껏날려버립니다.
먼저, L자당구대를그림 13의맨왼쪽에서처럼정방향으로배치하고,북쪽방향으로타격하는

상황을상상해보겠습니다.앵무새가알려주지않은비밀규칙이있는데요,그의말에따르면 L자
당구대는이규칙에따라그림 13의오른쪽모습들로서서히변신을시작합니다.

“시간 𝑡가지나면세로길이는 𝑒𝑡배늘어나고,가로길이는 𝑒−𝑡배줄어들어. (6.1)
당구대는점점가늘어지고길쭉해지지만,면적만큼은절대변하지않아."

물론앵무새는타격방향을바꿔서당구대를칠수도있습니다.설명의편의를위해,그림 14
의맨왼쪽에서와같이타격방향은그대로북쪽이지만, L자당구대를살짝기울여배치하는상황
으로대체하겠습니다.이제당구대는시간이지남에따라그림 14의오른쪽모습들로변신합니다.
이제당구대가어떻게움직이는지는잘알것같습니다.하지만당구대는끊임없이찌그러지기

만할뿐,다시원래의모습으로돌아올기미는보이지않습니다.아무리방향을바꿔서타격해도
상황은마찬가지입니다.

6.1 아바타당구대

다행히 앵무새가 진정 염두에 두었던 당구대는 애초에 L자 당구대가 아니었으며, 그에게는 𝐿자
당구대의아바타역할을수행할또다른당구대가준비되어있습니다.그것은바로 L자당구대네
개를이어붙여만든,그림 15와같은십자모양의당구대입니다.

12여기서는커르코프-메이저-스마일리정리로생각하시면되겠습니다.

이어붙인네개의당구대 벽이없어진십자당구대

그림 15:유리각당구대 (좌),그리고그아바타당구대 (우)
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𝐿자당구대위당구흐름 아바타당구대위직선흐름

그림 16:직선흐름으로당구흐름모방하기

이 십자 당구대는 단순히 𝐿자 당구대 네 조각을 붙여 만든 도형 같지만, 특별한 규칙이 덧붙
습니다.마주보는같은색의벽들을모두 ‘같은것’으로간주하는것입니다.이규칙이적용되면,
벽은사실상없는것과마찬가지입니다.공은더이상벽에부딪혀튕겨나오지않고,대신그대로
순간이동되어맞은편의같은색을가진벽위치에서튀어나옵니다.이 ‘벽이사라진당구대’라는
새로운대상은우리가이미정의했던평행구조곡면의특별한예입니다.
방금우리는 L자당구대로부터시작하여,당구대를복사하고벽을지워내는 (풀칠하는)방법

으로평행구조곡면을만들어냈습니다.이방식은사실모든유리각당구대에적용될수있습니다.
그핵심은반사군 (reflection group)에있습니다.
평면위의반사변환은어떤 2×2행렬 𝐴와벡터 𝑏를써서 𝑥 ↦ 𝐴𝑥 + 𝑏라표현할수있습니다.

이제유리각당구대가주어지면,각변마다대응되는행렬을얻을수있고,벽사이의각도가유리
수라는사실때문에이행렬들은결국유한군을이루게됩니다.이를우리는반사군이라부릅니다.
예컨대 L자당구대의경우,이반사군은단출하게도 ℤ2 × ℤ2입니다.
이제반사군의각원소마다당구대를반사시켜얻은복사본을하나씩준비해봅시다.만약반사

군의원소가𝑚개라면,𝑚개의당구대가생겨납니다.그다음단계는이미익숙하지요.벽을없애고,
없앤자리를순간이동장치로대체하면,평행구조곡면을얻게됩니다.

6.2 직선흐름

십자당구대를 𝐿자당구대의아바타당구대라고부른까닭이있습니다.그것은십자당구대위의
공의궤적이곧 𝐿자당구대위공의궤적와밀접하게맞닿아있기때문입니다.
그림 16의두당구대를나란히보며설명을마무리하겠습니다.왼쪽그림의점선은 L자당구대

위에서공이당구흐름을따라움직이는모습입니다.그리고오른쪽그림의점선은십자당구대에
서 이에 대응되는, 같은 지점에서 같은 방향으로 출발시킨 공의 궤적입니다. 왼쪽 당구흐름에서
공이벽과부딪혀반사가일어나는순간마다,오른쪽궤적의공은 (반사군의원소에대응되는)다
른사본당구대로순간이동하여직선운동을계속합니다.아바타당구대위의직선운동하는공의
궤적을우리는직선흐름 (Straight line flow)이라고도부릅니다.
직선흐름은더일반적으로,모든평행구조곡면에서정의됩니다.평행구조곡면에서는특이점

들을제외한모든곳에서잘정의된 ‘북쪽’이존재합니다.안장점이아닌곳어디에서나나침반을
꺼내 들면, 어디로 가야 할지 방향을 알 수 있는 셈이지요. 직선흐름이란, 이렇게 평행구조 곡면
위에서고정된방향으로직선운동을계속하는흐름을말합니다.
이렇게 해서, 우리는 구불구불 접혀있는 유리각 당구대 위 공의 흐름을 펼쳐내면, 평행구조

곡면위의직선흐름이된다라는사실에눈을뜨게됩니다.

6.3 앵무새가꿈꾸던공간

따라서 앵무새가 진정으로 마음속에 품고 있던 ‘당구대들의 공간’ 𝑀은 결국 평행구조 곡면들의
집합이었습니다.
아바타당구대를치는법 Φ𝑡 ∶ 𝑀 → 𝑀은어떻게되는걸까요?방법은이전규칙 (6.1)과유사

합니다.아바타당구대를 𝑋라할때, 𝑋의다각형표현을규칙 (6.1)에따라변신시키는것입니다.
그리고이과정은 (5.2)에서언급한 2 × 2행렬 𝑎𝑡가 𝑋에작용한것으로도이해할수있습니다.

아바타당구대 𝑋를북쪽을향해타격하면, 𝑡초후 Φ𝑡(𝑋) = 𝑎𝑡.𝑋로변신합니다.

지금까지우리는당구대들의우주𝑀과그안의흐름Φ𝑡 ∶ 𝑀 → 𝑀에대해알아보았습니다.그
러나여기에는아직풀리지않은숙제가남아있습니다.이평행구조곡면들의집합𝑀위의흐름이
언제,어떻게회귀성을갖는지,그기준을밝혀내야한다는점입니다.
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다음화의시작은이회귀성을담보해줄수있는도구인메이저-뷔치측도 (Masur-Veechmea-
sure),그리고

정리 6.1 (메이저기준 (Masur’s Criterion)) 13 평행구조곡면 𝑋에대하여다음두사실은서로
동치입니다.

1. 흐름 𝑎𝑡.𝑋가 𝑋가속한지층에서회귀성을갖는다.

2. 거의모든각도 𝜃에대해, 𝑋의 𝜃방향직선흐름이유일에르고딕성을갖는다.

의설명과함께할예정입니다.

7 맺는글

이글속앵무새는허구이지만,그가상징하는정신은실재합니다. “매개변수공간에작물을심고,
위상 공간에서 수확하라14”는 말과 함께, 수학자들 사이에 세대와 세대를 거쳐 이어지는 정신이
지요.
재규격화는결코당구문제에만국한되지않습니다.직접적으로언급되지않을뿐,동역학전반

에걸쳐곳곳에서스며나옵니다.이번글에서는당구대를핑계삼아재규격화이야기를펼쳤지만,
동시에그틈을타매개공간과평행구조곡면의세계로한발들어오는길도마련했습니다.

7.1 끝맺음의시

Not all who wander are but rolling balls,
떠도는것이다공일수없으며,

Nor all tables of billiards forever at rest.
당구대라고하여영원히고요한것도아니다.

13참고문헌 [Mas2]
14A. Douady
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8 출처

8.1 그림

그림1 Retrieved from Youtube video (URL)

그림2왼쪽 Picture by Heiner Otterstedt (URL)

그림2오른쪽 Picture by Brocken Inaglory (URL)

그림3 Picture created from a demo by Lael Edwards Costa (URL)

그림4왼쪽 Retrieved from Youtube video (URL)

그림4가운데 Retrieved from Youtube video (URL)

그림4오른쪽 Retrieved from Youtube video (URL)

그림5-7 Pictures created from a demo by Lael Edwards Costa (URL)

그림9-10 Figure reproduced after Keenan Crane (URL)

그림11 Figure reproduced after Howard Masur, Ergodic theory of translation surfaces.Handbook
of dynamical systems. Vol. 1B, 527-547. Elsevier B. V., Amsterdam, 2006

8.2 참고문헌

La V.F. Lazutkin, Existence of caustics for the billiard problem in a convex domain. Izv. Akad.
Nauk SSSR Ser. Mat. 37 (1973), 186-216.

KMS S. Kerckhoff, H. Masur, J. Smillie, Ergodicity of billiard flows and quadratic differentials.
Ann. of Math. (2) 124 (1986), no. 2, 293-311.

Mas1 H. Masur, Interval exchange transformations and measured foliations. Ann. of Math. (2)
115 (1982), no. 1, 169-200.

Mas2 H.Masur,Hausdorff dimension of the set of nonergodic foliations of a quadratic differential.
Duke Math. J. 66 (1992), no. 3, 387-442.

Vee W. A. Veech, Gauss measures for transformations on the space of interval exchange maps.
Ann. of Math. (2) 115 (1982), no. 1, 201-242.
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https://www.youtube.com/watch?v=fJWnA4j0_ho
https://en.wikipedia.org/wiki/Caustic_(optics)#/media/File:Kaustik.jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/Caustic_(optics)#/media/File:Great_Barracuda,_corals,_sea_urchin_and_Caustic_(optics)_in_Kona,_Hawaii_2009.jpg
http://laelcosta.com/
https://www.youtube.com/watch?v=amhiRM-cmCU
https://www.youtube.com/watch?v=hqV6wlL1pIk
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